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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ	  ΜΕΘΟΔΟΙ	  ΣΤΑ	  ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΑ:	  ΘΕΩΡΙΑ	  ΚΑΙ	  
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ	  
Α.	  ΞΕΠΑΠΑΔΕΑΣ	  
Κεφάλαιο	  5:	  Δυναμικά	  Συστήματα	  	  
Λύσεις	  Ασκήσεων	  	  
 
Ασκήσεις 5.1 
 
1) α.    

       

  µε   Σαγµατικό σηµείο. 

Χαρακτηριστική Εξίσωση: 
   
  µε ιδιοτιµές:  και   
Για να βρούµε τα ιδιοδιανύσµατα: 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Γενική Λύση: 
   
   
β.    
       

  µε   

Χαρακτηριστική Εξίσωση: 
   
  µε µιγαδικές ιδιοτιµές:  και   
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Για να βρούµε τα ιδιοδιανύσµατα: 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Αφού , θα έχουµε:  και  Επιπλέον, αφού , θα 
έχουµε:  και   
Γενική Λύση: 
   
   
   
γ.     
       

  µε   

Χαρακτηριστική Εξίσωση: 
   
  µε µια πραγµατική επαναλαµβανόµενη ιδιοτιµή   
Για να βρούµε το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Η λύση γράφεται ως: 
   
   
όπου οι σταθερές  είναι λύση του συστήµατος 

   ή    
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από το οποίο προκύπτει ,   
Η γενική λύση του συστήµατος είναι: 
   
   
δ.     
       

  µε   

Χαρακτηριστική Εξίσωση: 
   
  µε µιγαδικές ιδιοτιµές:  και 

€ 

λ2 = 4 − 2i.  
Για να βρούµε τα ιδιοδιανύσµατα: 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Για  έχουµε: 

   

  θέτουµε  και προκύπτει:   

 
Αφού , θα έχουµε:  και  Επιπλέον, αφού , θα έχουµε: 

 και   
Γενική Λύση: 
   
   
 

2)  , µε   

Βήµα 1: Ιδιοτιµές 

   

Λύνοντας, προκύπτει:  και   
 
Βήµα 2: Ιδιοδιανύσµατα 
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Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   

Για     

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
 
Βήµα 3: Ειδική Λύση 
   
   

   

   

 
Βήµα 4: Γενική Λύση 
   

   
 
Βήµα 5: Ορισµένη Λύση 
Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες, λύνουµε το σύστηµα: 
   
   

Οι λύσεις είναι:  και  Αντικαθιστώντας, τα  στο Βήµα 4, 
προκύπτει η γενική λύση του συστήµατος. 
 

3)    

   
   
α). Αν , τότε έχουµε σαγµατικό σηµείο. 
   
* Αν , τότε εξετάζουµε το:   
β). Εάν  τότε έχουµε δεσµό. 
 

 που ισχύει για κάθε τιµή του  και για τις τιµές εξής τιµές του   Εάν 
, τότε ο δεσµός είναι ευσταθής. Εάν , 

τότε ο δεσµός είναι ασταθής. 
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γ). Εάν  τότε έχουµε σπείρα. 

 Εάν , τότε η σπείρα είναι ευσταθής. Εάν 
, τότε η σπείρα είναι ασταθής. 

δ). Εάν  τότε έχουµε κέντρο.  
 

Ασκήσεις 5.2 
1)    

   
Για να βρούµε τα σηµεία ισορροπίας λύνουµε το σύστηµα: 

   

   

Το σύστηµα έχει ένα σηµείο ισορροπίας, το (0,0). 
Η Ιακωβιανή µήτρα είναι: 

 

€ 

Df =
λ − 3x 2 − y 2 −1− 2xy
1− 2yx λ − x 2 − 3y 2

⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥   

και υπολογιζόµενη στο σηµείο ισορροπίας είναι: 

€ 

Df (0,0) =
λ −1
1 λ

⎡ 

⎣ 
⎢ 

⎤ 

⎦ 
⎥ , και 

€ 

detDf = λ2 +1 > 0 και  Για , θα έχουµε  που 

σηµαίνει ότι το σηµείο ισορροπίας θα είναι ασταθές. Για , θα έχουµε  που 
σηµαίνει ότι το σηµείο ισορροπίας θα είναι ευσταθές. Τέλος, για  και  θα έχουµε 
κέντρο. 

 
2) Η δυναµική προσαρµογή της τιµής είναι: 

 και η µεταβολή του αριθµού των 
επιχειρήσεων δίνεται από τη σχέση:  Στην ισορροπία θα ισχύει: 

   

Από την πρώτη σχέση προκύπτει η τιµή ισορροπίας: , γιατί  και 
 Από τη δεύτερη σχέση προκύπτει ότι η τιµή ισορροπίας ισούται µε το σταθερό 

µέσο κόστος παραγωγής:  πράγµα που σηµαίνει ότι στην ισορροπία, ο αριθµός 
των επιχειρήσεων παραµένει σταθερός. 
Για τον χαρακτηρισµό του σηµείου ισορροπίας, η Ιακωβιανή είναι: 

 

€ 

J(k∗,c∗) =
γ(b −m) 0
δ 0

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟   

Το σηµείο ισορροπίας είναι µη-υπερβολικό επειδή η Ιακωβιανή ορίζουσα µηδενίζεται. 
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3)    
   

Το σηµείο ισορροπίας προσδιορίζεται ως   Λύνοντας το σύστηµα, 
έχουµε: 

 

€ 

k
∗ a − c −δk∗ = 0

1
σ [ak

∗ a−1 −ω]c∗ = 0

⎫ 
⎬ 
⎭ 

  

Από την δεύτερη εξίσωση προκύπτει:  Αντικαθιστώντας στην πρώτη, έχουµε: 

  
Για τον χαρακτηρισµό του σηµείου ισορροπίας, η Ιακωβιανή είναι: 

 

€ 

J(k∗,c∗) =
ak*a−1 −δ −1
a(a−1)k*

a−2
c*

σ
1
σ [ak

*a−1 −ω]

⎛ 

⎝ 
⎜ ⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ⎟   

Επειδή στην ισορροπία 

€ 

ak*a−1 −ω = 0 , έχουµε 

€ 

det J k*,c*( ) =
a a −1( )k*a−2c*

σ
< 0   και 

εποµένως το σηµείο ισορροπίας είναι σαγµατικό σηµείο. 
Για το  διάγραµµα φάσης βλέπετε σχήµα 7.4 (σελίδα 324 του βιβλίου). 
 

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 5 

4)  , µε   

Βήµα 1: Ιδιοτιµές 

   

Λύνοντας, προκύπτει:  και   
 
Βήµα 2: Ιδιοδιανύσµατα 
Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   

Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
 
Βήµα 3: Ειδική Λύση 
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Βήµα 4: Γενική Λύση 
   

   
Βήµα 5: Ορισµένη Λύση 
Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες, λύνουµε το σύστηµα: 
   
   

Οι λύσεις είναι:  και  Αντικαθιστώντας, τα  στο Βήµα 
4, προκύπτει η γενική λύση του συστήµατος.  
 
Βήµα 6: Χαρακτηρισµός ευστάθειας 
  και εποµένως το σηµείο ισορροπίας είναι σαγµατικό σηµείο. 

 

5)  , µε   

 
Βήµα 1: Ιδιοτιµές 

   

Λύνοντας, προκύπτει:  και   
 
Βήµα 2: Ιδιοδιανύσµατα 
Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
 
Βήµα 3: Ειδική Λύση 
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Βήµα 4: Γενική Λύση 
   
   
 
Βήµα 5: Ορισµένη Λύση 
Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες, λύνουµε το σύστηµα: 
   
   
Οι λύσεις είναι:  και  Αντικαθιστώντας, τα  στο Βήµα 4, 
προκύπτει η γενική λύση του συστήµατος.  
 
Βήµα 6: Χαρακτηρισµός ευστάθειας 
   
   
   

Οπότε έχουµε δεσµό, µε   που σηµαίνει ότι ο δεσµός είναι ευσταθής.  
 

6)  , µε   

Βήµα 1: Ιδιοτιµές 

   

Λύνοντας, προκύπτει:  και   
 
Βήµα 2: Ιδιοδιανύσµατα 
Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
Για   

   

Λύνοντας το σύστηµα έχουµε:  και   
 
Βήµα 3: Γενική Λύση 
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Βήµα 4: Ορισµένη Λύση 
Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες, λύνουµε το σύστηµα: 
   
   
Οι λύσεις είναι:  και  Αντικαθιστώντας, τα  στο Βήµα 4, προκύπτει 
η γενική λύση του συστήµατος: 
 
   
   
 
Βήµα 5: Χαρακτηρισµός ευστάθειας 
 
   
   
   

Οπότε έχουµε δεσµό, µε  που σηµαίνει ότι ο δεσµός είναι ασταθής. 
 

7) Αφού και στις 2 αγορές ισχύει: , το σύστηµα που περιγράφει την 
εξέλιξη των τιµών είναι: 

   

   

   

Συνεπώς, το δυναµικό σύστηµα µπορεί να γραφτεί ως εξής: 
   

όπου      και    

Η τιµή ισορροπίας προσδιορίζεται από την ειδική λύση ως εξής: 

  όπου   

Εάν ορίσουµε ως:  και 
, τότε: 

α). Αν , θα έχουµε σαγµατικό σηµείο 
β). Αν , εξετάζουµε το   
    Για  έχουµε δεσµό. Εάν  έχουµε ευσταθή δεσµό και εάν  
έχουµε ασταθή δεσµό. 
    Για  έχουµε σπείρα. Εάν  έχουµε ευσταθή σπείρα και εάν  
έχουµε ασταθή σπείρα. 
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    Για  έχουµε κέντρο.  
 

8) Το δυναµικό σύστηµα  έχει δυο σηµεία ισορροπίας: 

   

   

  ή   

Η Ιακωβιανή µήτρα είναι: 

 

€ 

Df =
1− v −u
av a u −1( )

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟   

και υπολογιζόµενη στα σηµεία ισορροπίας είναι: 

 

€ 

Df (0,0) =
1 0
0 −a
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ,  και 

€ 

detDf 0,0( ) = −a < 0, οπότε έχουµε σαγµατικό σηµείο 

 

€ 

Df (1,1) =
0 −1
a 0
⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ ,  και 

€ 

detDf 1,1( ) = a > 0, και  οπότε έχουµε κέντρο. 


